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Einleitung
Im ersten Teil diesel' Arbeit sollen Vertreter fur die unipotenten Kon-
jugationsklassen von einfachen algebraischen Gruppen vom Typ G2 libel'
einem algebraisch abgeschlossenen Karpel' K bestimmt werden. Dies kann
einerseits wie in [5] libel' die Darstellung del' G2 als Automorphismen-
gruppe del' Cayleyalgebra libel' K geschehen, odor abel' , wie hier durch-
gofuhrt , mit Hilfe del' Chcvalleyschen Formeln. Insbesondere ergibt sioh
dabei die Endlichkeit del' Anzahl unipotenter Konjugationsklassen fur
beliebige Characteristik char (K) von K.
Im zweiten Teil sollen dann weitel' die Klassen nilpotenter Elemente
del' Liealgebra (l=Lie (G) von Gunter del' adjungierten Operation von
G auf (l betraohtet werden. Auch hier ergibt sich die Endlichkeit diesel'
Anzahl, woraus speziell die Existenz regular nilpotenter Elemente in
(l folgt.
Vorbereitungen: Wir legen die folgenden Bezeichnungen fest: Sei G
eine einfach algebraisohe Gruppe vom Typ G2 libel' dem algebraisch
abgeschlossenen Karpel' K, (l die zu G gehorige Liealgebra libel' K.
Wir haben die adjungierte Darstellung ad : G~ GL((l). Sei T C G ein
maximaler Torus, fl,=Lie (T) die zugehorige Cartanunteralgebra von (I.,
B:> T eine Borelgruppe und U+ die maximale unipotente Untergruppe
in B. Sei y,+ = Lie (U+) die zugehorige maximale nilpotente Unteralgebra.
Sei W(T) = N(1')/T die Weylgruppe von T , }; C X*(T) = Hom (T, Gm)
das Wurzelsystem von G bez. (B , T) , };+ das durch B ausgezeichnete
System positiver Wurzeln, schliesslich R C};+ das System einfacher
Wurzeln in i».
Jedem <X E }; korrespondiert eine eindimensionale, von T normalisierte
Untergruppe U", bzw. eine eindimensionale nilpotente Unteralgebra
Lie (U",)= KX", . Hierbei unterliegt die Auswahl del' X", E Lie (U",) noch
einer Willklir, die in II) beseitigt wird.
Es gelten nun die folgenden aus del' allgemeinen Theorie del' halb-
einfachen algebraischen Gruppen bekannten Eigenschaften:
lch moehte an dieser Stelle Herrn Prof. M. Kneser und Herrn Prof. T. A.
Springer fur Hilfe und Anregungen danken.
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(1) Es ist tX",(c)t-1 =X",(lX(t)C) fur t E T und c E K. Hierbei ist X",: Ga --+ U'"
der ubliche Isomorphismus. Entsprechend: Ad (t)X",=lX(t)X",.
(2) Fur jede Anordnung der lX E I;+ ist der durch (... x",(c",) ... ) 1--+
1--+II x",(c",) gegebene Morphismus II U'" --+ U+ ein Isomorphismus in
'" "'E~+
der Kategorie der algebraischen K-Mannigfaltigkeiten. Entsprechend: Es
ist y,+ = ffi KX",.
"'E~+
(3) Fur jedes Element g E G hat man die sog. Bruhatzerlegung, d.h.
es ist g=uwb eindeutig mit bE B, WE W (gegeben durch ein fixiertes
Vertretersystem) sowie u E U+ n (wU-w-1 ) . Hierbei ist U- die zu U+
opponierte maximal unipotente Untergruppe. Ferner lasst sich b eindeutig
darstellen als b=tu' mit t E T, u' E U+.
(4) Ein unipotentes Element x E G heisst regular genau dann, wenn
dim (Gx ) = dim {y E GIYx=xy}= Rang (G) ist. [8] Entsprechend heisst ein
nilpotentes Element X E (J. regular nilpotent, wenn dim (Gx) = dim {y E GI
Ad (y)X =X}= Rang (G) ist. [1, III, 3.1]
Nach [8] sind tiber regular unipotente Elemente folgende Ergebnisse
bekannt:
(a) Es gibt in G stets regular unipotente Elemente. Diese sind alle
zueinander konjugiert und dadurch gekennzeichnet, dass sie in genau einer
Borelgruppe von G liegen. Ist insbesondere x E U+, also etwa x = II xr(sr),
rE~+
s; E K, so ist x regular unipotent genau dann, wenn fur alle ri E R die
sri#O sind.
Fur die regular nilpotenten Elemente sind so schone Ergebnisse nicht
bekannt. Man weiss hier nur:
(a') Falls in (J. regular niJpotente Elemente existieren, so sind diese
unter der Operation von G auf (J. zueinander konjugiert. Ist insbesondere
X E y,+, also etwa X = L JerXr und ist X regular nilpotent, so sind die
rE~+
Jeri # 0 fur die ri E R. Umgekehrt sind alle diese Elemente regular nilpotent,
sofern uberhaupt nur in (J. regular nilpotente Elemente existieren. Schliess-
lich gibt es in fJ. stets regular nilpotente Elemente, falls char (K) gut ist,
was im Fall der G2 bedeutet, dass char (K) # 2,3 ist. [1, III, 3.3].
Bemerkung: Falls die Anzahl der Klassen nilpotenter Elemente von fJ.
unter der Operation von G endlich ist, so existieren regular nilpotente
Elemente.
Beweis: Die Mannigfaltigkeit der nilpotenten Elemente von fJ. hat
nach [1, III, 3.3.(a)] die Dimension dim (fJ.) - rang (G).
Gibt es nur endlich viele Klassen, so muss mindestens eine dieser
Klassen diese Dimension haben. Ist X ein Element einer solchen Klasse,
so is( damit dim (Gx )= rang (G), womit die Behauptung bewiesen ist.
In Gruppen vom Typ G2 ist nun genauer R = {r, s}, wobei fur das
Verhaltniss der Langen dieser beiden Wurzeln gilt: (s, s)=3 (r, r). Hierbei
ist "( )" ein bez. W(T) invariantes, nichtausgeartetes Skalarprodukt
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in X*(T). Weiter ist .E+={r, e, r+s, 2r+s, 3r+s, 3r+2s}. Von DEMAZURE
[4. prop. 4, 3.4.] ubernehmen wir dann die folgenden Kommutatorformeln;
Hierbei seien u, v E K.
(1) xs(v)xr(u) = xr(u)xs(v)xr+s(UV)X2r+s(u2V)X3r+s(u3v)X3r+2s(u3v2)
(2) xr+s(v)xr(u) = xr(u)xr+s(v)x2r+s(2uv)a:3r+s(3u2V)X3r+2s(3uv2)
(3) X2r+s(V)xr(u) = Xr(U)X2r+s(V)X3r+s(3uv)
(4) X3r+s(V)xs(u) =Xs(U)X3r+s(V)X3r+2s( -uv)
(5) X2r+s(V)xr+s(u) = xr+s(U)X2r+s(V)X3r+2s(3uv)
Man sieht also, dass die Characteristiken 2 und 3 eine Sonderrolle spielen
werden.
Wir mussen ferner die Operation del' Weylgruppe auf den Wurzel-
untergruppen genauer kennzeichnen.
Nach [4, prop. 4.3.4.] konnen wir dies wie folgt tun: Fur die die Weyl-
gruppe erzeugenden fundamentalen Spiegelungen an r und s existieren
Reprasentanten u», W s E N(T), so dass die folgenden Formeln gelten,
wobei lnt (w) den inneren Automorphismus mit dern Element W be-
deuten soll:
lnt (Ws)X3H2s =X3r+s( -id)
Int (wr)Xs= X3r+s( -id) (12)
lnt (Wr)X2r+s=Xr+s(-id) (14)
Int ('wr)X3r+2s = X3r+2s
(6)
(8)
(10)
(11)
(13)
(15)
lnt (ws)xr=xr+s
lnt (Ws)X2r+s = X2r+s
(7)
(9)
lnt (ws)xr+s =Xr( -id)
lnt (Ws)X3r+s = X3r+2s
Int (wr)xr+s = X2r+s
lnt (wr)X3r+s = Xs
Damit haben wir die erforderlichen Formeln zusammengestellt und
werden im Teil I 1) die unipotenten Konjugationsklassen fur algebraisch
abgeschlossene Karpel' K mit char (K)"* 2,3 bestimmen, Grundsatzlich
konnte man mit diesel' eingeschlagenen Methode auch den Fall algebraisch
nicht abgeschlossener Karpel' behandeln, was jedoch noch etwas mehr
Rechnungen erforderte. (Siehe abel' [5])
Zum Schluss dieses Abschnittes noch eine Konvention: Fur x, y E G
(bzw. X, Y E g) bedeute x ,-..J y bzw. x ~ Y (X ,-..J Y bzw. X ~ Y), dass
x (X) konjugiert (unter G adjungiert) zu y (Y) ist, bzw. x (X) nicht
konjugiert (nicht unter G adjungiert) zu y (Y) ist.
I 1) Bestimmung der Konjugationsklassen unipotenter Elemente fur die
Characteristiken "* 2,3
Sei x E G(K) unipotent und wir konnen o.E. annehmen, dass x E U+ ist.
Daher haben wir nach (ii) aus den Vorbereitungen eine eindeutige Dar-
steHung
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wobei die Ut E K fur t E E+ sind. (Wir werden rm Folgenden immer nach
ansteigender Hohe der Wurzelkomponenten ordnen.)
i) Sei u-, us#O: Nach Vorb. (4) (a) ist x regular und konjugiert zu
xr(l)xs(I).
ii) Seien nun Us = 0, ur# 0: Da an diesem Fall alles Wesentliche bereits
auftritt, werden wir ihn etwas ausfuhrlioher behandeln.
Wir konjugieren x mit xs(t), t E Knoch naher zu bestimmen, und
erhalten:
x '"" Xl: = xs(t)xxs(t)-l
=xs(t)xr(ur)xs(t)-l . xs(t)(xr+s(Ur+s) ... X3r+2s(U3r+2s))Xs(t)-1
= xr(u; )xr+sttu; )X2r+s(tUr2)X3r+s(tu r3 )X3r+2s(2t2ui) . xr+s(Ur+S) . R
nach (I) und (4) der Kommutatorformeln aus den Vorbereitungen, wobei
die Komponenten von R zu Wurzeln mit grosserer Hohe als (r+8) gehoren.
Mittels (5) ziehen wir nun xr+s(ur+s) in Xl nach vorne und erhalten
xI=xr(ur)xr+s(ur+s+tur)R', wobei in R' offenbar nur Wurzelkomponenten
mit einer Hohe .>3 auftreten. Wir wahlen nun t so, dass u r+s + tu- = 0
wird, was wegen u; # 0 moglich ist. Wir konnen daher bereits in X an-
nehmen, dass ur+s = 0 ist.
Wir konjugieren jetzt mit einem Element xr+s(t), t E Knoch naher zu
bestimmen und erhalten:
X ......., X2: = xr+s(t)xxr+s(t)-l
= (Xr+s(t)xr(ur)xr+s(t)-l) . (Xr+s(t)(X2r+s(U2r+s) ... )Xr+s(t)-l)
= xr(u;)X2r+s(2urt)X3r+s (3u8)X2r+S (U2r+s) . R
nach (2) und (5), wobei in R nur zu Wurzeln einer Hohe > 4 gehorige
Komponenten auftreten. Wir konnen hier X2r+s(U2r+s) direkt nach vorne
ziehen, ohne dass Kommutatoren entstehen und erhalten
wobei in R' wieder nur zu Wurzeln mit einer Hohe > 4 gehorige Kompo-
nenten auftreten. Wir wahlen nun t so, dass U2r+s +2urt= 0 wird und konnen
daher wieder von vornherein in X annehmen, dass U2r+s = 0 ist.
Wir konjugieren nun mit X2r+s(t), t E Knoch naher zu bestimmen und
erhalten mit (3) aus den Kommutatorformeln:
X2r+s(t)XX2r+S(t)-1 = xr(ur)x3r+s(3tur +U3r+s)X3r+2s(U3r+2s)
Wahlen wir nun t so, dass 3tur+U3r+s = 0 wird, so konnen wir wieder
annehmen, dass bereits in X U3r+s=0 war.
Damit kann also x=xr(Ur)X3r+2s(U3r+2s) angenommen werden.
ih) Sei U3r+2s = 0: Dann konjugieren wir mit t E T und erhalten
x'"" xr(r(t)ur)=xr(l) bei geeigneter Wahl von t E T.
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iiz) Sei U3r+Zs =!= 0: Wir konjugieren mit 10 := 1Or1Os . Es ergibt sich mi t
den F ormeln (6)-( 15) aus den Vorbereitunge n, dass
Wir ko njugieren noch mit geeignetem t E T un d erreiehen WIe oben:
x ~ xs(1 )xzr+s(1).
Zusammenfassend haben wir also die beiden Reprasentanten
x =xr(l ) bzw. x =xs(l )xzr+s(l )
erhalten.
iii) Sei nun in x ur=us =O, ur+s =!=O: "Vir konjugieren mit wsund sind
im Fall ii), erhalten also keine neuen Konjugationsklassen .
iv) Sci ur= us=ur+s=O, uzr+s =!= O: ' Vir annulieren die (3r + s)-
Komponente von x durch Konjugation mit einem geeigneten Element
aus U, nach (3) und konjugieren dann mit 1Or, womit wir im Fall iii) sind.
Wir erhalten also auch hier keine neuen Konjugati onsklassen .
v) Sei ur= us=ur+s= u zr+s=O, U3r+s=!=0: Durch K on jugation mit einem
geeignete n Elemen t aus Us erhalt man nach (4) x ~ X3r+s(U3r+s). Wir
konjugieren mit 10r und hernach mit einem geeigneten Toruselement , so
dass wir x ~ xs( l ) erhalten.
vi) Sei ur= =U3r+s=0, U3r+Zs =!= 0 : Es ergibt sich sofort x ~xs( l ) .
vii) Sei Ur= = U3r+ZS = 0 : Also X= 1.
viii) Sei Ur= 0, abel' Us=!= °als del' einzige noch verbleibende F all. Wir
konjugieren x mit xr(t ), t E Knoch naher zu best immen, und erhalten
mit (1), (2) und (3) leich t :
xr(t )xxr(t )-l = xs(1ts)xr+s(u r+s - tus) . x2r+s(f~us - 2tur+s+uzr+s)
. X3r+s( - t3us+ 3t21tr+s - 3tu 2r+s +uar+s) . xar+Zs(a )
a E K interessiert uns nicht weiter und wiI'd daher nicht naher bestimmt.
Wir wahlen t E K so, dass
wird.
Durch Konjugation mit 10r unter Ausnutzung del' in Frage kommenden
Formeln von (6)-(1 5) aus den Vorbereitungen kommt man dann in einen
del' bereits behandelt en F aIle iii) , iv) oder v ).
Damit treten also auch in diesem Fall keine neuen K onjugationsklassen
auf.
Insgesamt haben sich die folgenden Vertreter fur unipotente Konju-
gat ionsklassen in G ergeben:
Also ist nul' noch zu zeigen , dass keine zwei diese l' Elemen te zueinander
konjugiert sind . Da von diesen Elementen nur xr(l )xs(l ) nach Vorb.
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(4) (a) regular ist , ferner d ie 1 naturlich nur zu sich selber ko njugier t ist ,
so haben wir Foigendes zu zeigen:
(a) xr( l ) ri-' xs( l )
(b) xs(1) ri-' xs(1)X2r+s(1)
(c) xr(1) ri-' xs(1)X2rH(1)
Zu (a) : Da die Weylgruppe transitiv auf den Wurzeln gleiche r Lange
oper ier t , so erhal ten wir xr(l ) r-..; X2r+s(1) und xs(l ) r-..; X3r+28(1).
' Vir zeigen , dass XZr+s(l ) ri-' x3r+2s(1) ist. An gen ommen etwa, es ware
gxzr+s(1)g-1 = X3r+28(1 ) fur ein g E G, wobei g = u 'wb , b =tu die Bruhatzer-
legung von g bez . (B ,11) ist.
Dann ware wbx2r+s(1) b-1w-1 =U'-1 x3r+2s(1)u' . Da u : E U+ und U3r+2s C
C Zentrum (U+) ist, so folgt:
WbX2r+s(1)b-1w-1= X3r+2s(1).
Auf del' linken Seitc tauchen nun abel' Wurzelkomponenten derselben
Lange wie (2r + s) auf und auf del' rechten Seite nicht . Damit haben wir
einen Widerspruch und also ist
Xr(1) ri-' xs( 1).
Zu (b): Zu beweisen xs(l ) ri-' xs(1)x2r+s(l) . Wil' zeigen wieder (s.o . (a)) ,
dass
ist.
Angenommen , es gabe g E G(K) ,
gxs(1 )X2r+s(1)g-l = X3r+2s( I) .
Sei g=u'wb , b =tu die Bruhatzerlegung von g nach (B , T ). Dann wird
a lso wie in (a) :
(1I!t)(UXs(1)X2r+s(1)lr1)(wt)-l = :1'3r+2s(1)
Man sieh t sofort, dass dann
sein miisste, weil wir ja auf del' rechten Seite auch nul' eine nichtver-
schwindende Komponente haben und xs(l ) in uXs(1)X2r+s(1)u-1 sioher als
Komponente auft r itt. Unter Berticksichtigung del' F ormeln (1)-(5) aus
den Vorbereitungen sehe n wir, dass die U; - Komponente von u ungleich
o sein m uss, da auf ande re Weise die (2r + s) - Komponente nicht ver-
schwinden kann. Nach (I) erhalten wir dann abel' in uXs(1)X2r+s( 1)u-1 eine
nichtverschwindende (r+s ) - Komponente , womit wir eine n Widerspruch
erha lten haben lind also xs(1) ri-' xs(1)X2r+s(1) ist.
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Ehe wir den Fall (e) angreifen, del' etwas komplizierter ist, noeh zwei
Bemerkungen:
Bern. I: In (a) und (b) haben wir offen bar keine Characteristikein-
schrankungen machen mussen.
Bern. 2: (a) lasst. sich wie folgt verallgemeinern: Sind xr(u) E Ur,
xs(v) E Us unipotente Elemente einer beliebigen einfaehen Gruppe G mit
den \Vurzeluntergruppen U», Us, ist ferner u, V# 0, so ist xr(u) ........ xs(v)
genau dann, wenn r und s gleieh lange Wurzeln sind. Del' Beweis geht
vollig analog zu (a).
Zu (c): Zu zeigen, dass xr(l) '"""" xs(l)x2r+s(I).
Entspreehend (a) genugt es nachzuweisen, dass
X2r+s( I) '"""" xs(1)X2r+s( I).
Angenommen wieder, es gabe g E G(K) mit
gX2r+s( 1)g-1= xs(1)X2r+s( 1)
Sei g=u'-I1Ob, b=tu die Bruhatzerlegung von g nach (B, T). Seien r(t)=a,
s(t)=b die Werte del' Charaetere r und s auf t E T. Wir erhalten also:
1ObX2r+s( 1)b-11O-l = u'xs(1 )x2r+s(l)u'-1
Unter Beruoksiohtigung von (1)-(5) konnen wir annehmen, dass b=tu=
=txr(Ur)xr+s(ur+s) ist, da die anderen \Vurzeluntergruppen von U+ mit
U2r+s elementweise vertauschbar sind und also keine neuen Beitrage
liefem wtirden.
Aus denselben Grunden konnen wir annehmen, dass
ist.
Dureh kurze Reehnung unter Anwendung von (1)-(5) SOWle Vorbe-
reitungen (1) erhalten wir die Gleiehung
1O(X2r+s(a2b)X3r+s( - 3a3bUr)X3r+2s( - 3a3b2Ur+s))1O-1
= xs(1)xr+s( - Vr)X2r+s( 1+vr2)X3r+s( - Vr3 - 3vr)
. X3r+2s( - vr3- 3vr+s- V3r+s)
Sicherlieh ist 10#1. Weiter muss 1O(2r+s)=(r+s) oder 1O(2r+s)=(2r+s)
sein, da eine r-Komponente auf del' reehten Seite nicht auftritt.
Angenommen, es ware 1O(2r +s)=2r+s; Da 10#1 ist, so miisste also
1o=1Os sein. Dann ist abel's ¢= 10(1:'+) , was nicht sein kann, da ja s auf
del' reehten Seite auftritt. Also muss 1O(2r +s)=r+s sein. Daraus folgt,
dass 1O=1Or oder abel' 1O=1Or1Os ist. Sei 1O=1Or. Dann ist 1O(2r +s)=r+s,
1O(3r +s)=s sowie 1O(3r+2s)=(3r +2s). Sei 1O=1Or1Os. Dann ist 1O(2r+s) =
=r+s, 1O(3r+2s)=s sowie 1O(3r+s) = (3r+2s). In jedem Fall tauchen also
auf del' linken Seite unserer obigen Gleichung (2r +s)-und (3r+s)-
Komponenten nieht auf. Deshalb miissen diese Komponenten in jedem
372
Fall auf del' rechten Seite del' Gleichung verschwinden, weshalb sich die
Gleichungen 1+ vr2 = °und - vi - 3vr = °ergeben. Aus diesen folgt sofort
3 = 1, womit wir in den Fallen mit char (K) of- 2 fertig sind.
Damit haben wir also den
Sat z 1: Sei K ein alge braisch abgeschlossener Karpel', char (K) of- 2,
3 und G eme Chevalleygruppe vom Typ G2 tiber K. Die Menge del'
Elemente
{xr(l)Xs(l), xs(1)x2Hs(l), xs(l), xr(l), I}
bildet dann ein vollstandiges Reprasentantensystem del' verschiedenen
unipotenten Konjugationsklassen.
I 2) Bestimmung der Konjugationsklassen unipotenter Elemente fur die
Oharacteristik 2
Sei also GIK Chevalleygruppe vom Typ G2 tiber dem algebraisch abge-
schlossenen Karpel' K, wobei char (K) = 2 ist.
Sei x E G(K) unipotent und wir konnen wieder annehmen, dass
x = xr(ur)xs(us)xr+s(ur+s) ... XaH2S(Uar+2s),
die Komponenten wieder nach ansteigender Hohe geordnet.
i) Seien u-, Us of- 0: Dann ist wie in I 1) x regular und es ist x ,...., xr(1)xs(1).
ii) Seien Us = 0, u- of- 0: Wir konjugieren zunachst passend mit einem
Element aus Us und annulieren so die Ur+s-Komponente von x nach (1)
aus den Vorbereitungen.
Das so erhaltene Element Xl konjugieren wir mit einem geeigneten
Element aus Ur+s und annulieren damit die (3r+ 2s) -Komponente von Xl.
Das so erhaltene X2 wird geeignet mit einem Element aus U2r+s konjugiert,
so dass die (3r+s)-Komponente von X2 annuliert wird. Damit erhalten
wir schliesslich x,...., xr(Ur)X2r+s(U'2r+s).
Analog wie im Teil I 1) erhalten wir im Fall u'2r+s = 0, dass x ,...., xr(l) ist.
Irn Fall, dass u'2r+s of- °ist, normieren wir noch mit einem Toruselement
auf x,...., xr(1)x2r+s(1).
Die Falle iii)-viii) gehen wortlioh so wie in I 1). Wir erhalten als einzige
zusatzliche die Klasse des Elementes xs( l ).
Insgesamt erhalten wir also als Repraeentantenmenge
{xr(l)xs(l), xr(1)x2r+s(l), xs(l), xr(l), I}
Wir zeigen nun noch, dass keine zwei diesel' als Reprasentanten ange-
gebenen Elemente zueinander konjugiert sind. Wie in I 1) sind die Ele-
mente xr(l)xs(l) und 1 sicher zu keinem del' tibrigen konjugiert. Ferner ist
nach I 1) xr(l) '"i-' xs(l). Weiter ist
Xr( 1)2= xs(1)2= 1 '!= (xr(1)x2r+s(1 ))2= xar+s(3).
Insgesamt haben wir also den
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Satz 2 : Sei K ein algebraiseh abgesehl ossener Karpel', char (K)=2,
G/K Chevalleygruppe vom Typ G2• Dann bildet die Menge del' Elemente
{xr(l )x$(l ), Xr( I )X2r+s( I ), xr( I ), x$(I ), I }
ein vol lstandiges Vertretersystem ftir die unipotenten Konjugationsklassen
von G.
I 3) B estimmung der Ko n jugationsklassen unipotenter El emente fur die
Oharacteristik 8
Sei K wieder algebraiseh abgesehlossen, char (K) = 3. Sei x E G(K)
unipotent und o.E. x E U+, etwa
x =xr(u,.)x$(us) .. . Xar+2$(uar+2B).
i) Seien Ur, Us i= 0: Dann ist x regular naeh VOl'bereitungen (4) (a)
und es ist x ,....., xr(1)xs( I).
ii) Sei us= O, Uri=O: Dureh K onjugation mit einem geeigneten Element
aus X, annulieren wir die (r+ s) - Komponente von x naeh (1), hernaoh
mit einem passend en Element aus Ur+s die (2r +s) - Komponente na eh (2),
so dass wir also o.E. x = xr(u,.)xar+s(uar+s)X3r+2s(uar+2s) annehmen konnen .
Falls nu n U3r+2s i= 0 ist, so konjugieren wir mit W= WrWs und erhalte n :
x ,....., Xl : = (WrWs)X(WrWs)-1
= X$( - U3r+2$)X2r+$(u- )X3r+2s(U3r+$ )
Die (3r + 2s) - Komponente von Xl kann man dann dureh K onjugation mit
einem geeigneten Element aus U3r+s naeh (4) del' K ommutatorformeln
annulieren , womit wir dann sofor t x ,....., xs(1),l;2r+s(I) oder X ,....., xs(I) erhalt en,
F alls abel' oben 1l3r+2s = 0 und U3r+s i= 0 ist, so erg ib t sieh, dass
x = Xr(Ur)X3r+s(U3r+s)
ist. Wir konjugieren mit (wrws)2 und erhalten x ,....., x$( -U3r+s)Xr+s(-ur).
Duroh K onjugation mit einem geeigneten 'I'oruselement erreiehen wir
dann, dass x ,....., xs(1)xr+s(l) wird .
F alls abel' oben aueh U3r+s = O ist, so ergibt sieh sofort x ,.....,xr(I). Damit
haben wir die Konjugationsklassen X$( I )X2r+s(I ), xs(l )xr+s(l ) und xr(l )
erhalten.
Die F all e iii)- viii) gehen fast vol lig an alog wie in I I) . Es ergeben sieh
zusatzlich die Vertreter xs(1) und I .
Damit haben WIT insgesamt die folgenden Ko njugationsklassenrepra-
sentanten erhalt en :
xr(l )xs(I ), xs(1)xr+s(l) , x$(1)x2r+s(1), xr(I) , x$(l ), 1.
Das xr(l )xs(l ) und 1 zu keinem anderen Element konjugiert sind, ist
klar. xr(1)~ xs(I) , xr(I) ~ xs(1)X2r+s(1) und xs(1)~ xs(1)X2r+$(1) hatten wir
bereits in I I) gesehen .
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Ehe wir die restli ehen Uberlegungen durehfiihren , andern wir xs(1) .xr+s(1)
durch K onjugation mit (wswr) und naehfolgender Normierung mit einern
passenden 'l'oru selement ab zu X2r+s(1)X3r+2s(1).
Dieses El ement hat den Vorte il, fiir ehar (K) = 3 zentral in U+ zu sein,
was sieh sofort au s den K ommutatorformeln (1)-(5) crg ibt. Mit ihm an-
stelle von xs(l )xr+s(l ) weisen wir die verb leibendcn Behauptungen naeh .
(a) x2r+s(1)x3r+2s(l) rf..' xs(l ): Wir nu tzen noeh aus, dass xs(l ) ""' x3r+2s(I ).
X3r+2s(1) rf..' X2r+s(1)X3r+28( 1) ist abel' t rivial zu zeigen.
(b) X2r+s(1)X3r+2s( 1) rf..' xr(1): Es ist xr(1) ""' X2r+s(1) und X2r+s(1) ist
wieder zentral in U+, weshalb aueh hier trivial x2r+s( I )X3r+2s(l ) rYX2r+s(l )
und damit die Behauptung folgt.
(e) x 2r+s(l )x3r+2s(l ) rf..' xs(l )x2r+s(1): Angenommen wieder, es gabe
g E G(K) mit gxs(I)X2r+s(1)g-1 = x2r+s(I)X3r+2s(1).
\Veiter sci g =u'wb, b=tu die Bruhatzerlegung von g.
Wir erhalten die Gleiehung
(wt)(uxs(l )X2r+s(1)u- 1)(Wt)-l = X2r+s(1)X3r+2s(1).
Das mogliohe Aussehen von u Xs(1)x 2r+s(l)u- 1 hattcn wir bereits in I I) , (e)
erreehnet . Dies eingeset zt , erhalte n wir die Gleiehung :
W- 1(X2r+8(1)X3r+2s(1))w = t(xs(I )xr+s( - Vr)X2r+s(l +vl )
. X3r+s( - Vr3)X3r+28( - vr3- V3r+s))t- 1
mit Vr, vr+s, V3r+s E K .
Daraus ergibt sieh w- 1(3r + 2s )= s , d.h. w(s )=3r +2s. Dann ist W=WsWr
oder W= WrWsWr. Nun ist abel' (wrwswr)(2r +s) = - r, was einen Wider-
sp ru eh ergabe. Also ist W=WsWr, w- 1 =WrWs. Es ist dann
Dann ist aber in der obigen Gleiehung (1+vr2 ) = °und Vr3 = 0, was einen
Widersprueh ergibt . Zusammenfassend haben wir also
Satz 3 : Sei K ein algebraiseh ahgesehlossen er Korper, char (K) =3,
G;K eine Chevalleygruppe vom Typ G2. Die Menge del' Elemente
{xr(l )xs(I ), xs(l )x2r+s(1), xs(l )xr+s(l ), xr(l ), xs( l ), 1}
bilde t ein vollstandiges Rcprasentantensystem fur die unipotenten Kon-
jugati onskl assen von G.
II) B estimm ung der nilp oten ten Klassen von (J. unter der adjungierten
Op eration von G
Wir gchen hier ganz wie im erst en Absehnitt vor, wobei sieh als Ergeb-
nisse wieder speziell die Endliehkeit der Anzahl nilpoten ter Klassen und
damus folgend die Existenz regular nilpotenter Elemente ergeben wird.
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Vorbereitungen zu II) : Entsprechend den Kommutatorformeln (1)-(5)
in Abschnitt I) lassen sich hier die folgenden Formeln nach [3] aufstellen:
Sei t E K und die XiX sind als eine Chevalloybasis von (J. zu bestimmen.
(1) Ad Xr(t )X s= Xs-tXr+s+ t2X2r+s-t3X3r+s
(1') Ad xs(t)Xr=Xr+tXr+s
(2) Ad xr(t)Xr+s = X r+s- 2tX2r+s+ 3t2X 3r+s
(2') Ad xr+s(t )X r= X r+ 2tX2r+s-3t2X3r+28
(3) Ad xr(t)X2r+s=X2r+6 - 3tX3r+s
(3') Ad X2r+s(t)Xr=Xr+ 3tX3r+s
(4) Ad xr+s(t )X2r+s = X2r+s- 3tX 3r+2s
(4') Ad X2r+s(t)Xr+s= X r+s+3tX3r+2s
(5) Ad Xs(t)X3r+s= X 3r+s+ tX3r+2s
(5') Ad X3r+s(t)X s= K , - tX3r+2s
Ferner operiert die Weylgruppe mit den in den Vorbereitungen zu I)
gew iihlten R eprasentanten Wr.W s auf den (KXiX ) vollig ent sprochend den
Formeln (6)-(15) aus I) .
II. I) Die ni lpotenten Klassen /'Ur char (K) "# 2, 3
Wir fuhren diesen F all nicht a us , da ganz allgemein fur halbeinfache
Gruppen 0 mit zugehcriger Lie algebra Lie (0) = : (J. folgender Satz gilt :
Su t z : [1. III. theorem 3.12] Ist char (K) gut fur 0, so gibt es einen
Morphismus I:V --+ V del' Mannigfaltigkeit V del' unipotenten Elemente
von 0 in die Mannigfaltigkeit V del' nilpotonten Elemente von (J., del'
mi t del' Operation von G vertriiglich ist und sogar eine Homeomorphic
de l' zugrunde liegenden topologischen Raume liefert.
Also haben wir genauso viele nilpotente wie unipotente Klassen. Speziell
kann man nachrechnen den
S atz 1': Die Menge {Xr + X s, X s+X2r+s,Xr,Xs, O} bildet ein voll-
standiges Vertretersystem fur die nilpotenten Klassen von (J. unter del'
adjnngierten Operation von 0, wob ci char (K)"# 2,3 ist.
II. 2) Die nilpotenten Klassen jur char (K) = 2
Sci n E (J. nilpotent und wir konnen o.E. n E !f+, d.h.
n=arXr+asXs+ . . . +a3r+2sX3r+2S ,
wobei die aiX E K sind, annehmen :
i) Seien ar, as"# 0: Sei t, t' E K, Dann ergibt sich
n":= Ad (xs(t')xr(t))n
= arX r+ asX s+ (ar+s - ast + art' )X r+s
+ (a2r+s-t- ast2)X2r+s+ .. ' nach (1), (1') und (2).
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Wir bestimmen t, t' so, dass (art'-ast+ar+s)=O und (ast2+a2r+s)=O
werden, was stets moglioh ist.
Also konnen wir 0.E. annehmen, dass ar+s= a2r+s = 0 ist.
Wir konnen dann die (3r+8) - Komponente nach (3') und die (3r+ 28) -
Komponente nach (5') annulieren. Anwendung eines passenden Torus-
elements liefert dann:
ii) Sei as=O, ari'O: Wir annulieren zunachst die (r+8) - Komponente
durch Anwendung von Ad xs(t) nach (1') mit geeignetem t E K. Danach
kann man die (3r+ 28) - Komponente durch Anwendung von xr+s(t), t E K
geeignet, nach (2') annulieren sowie die (3r+8) - Komponente durch ein
passendes Element aus u2r+s nach (3'). Wir konnen also 0.E. annehmen,
dass
Anwendung eines passenden Toruselements ergibt die Elemente
(Xr+X2r+s) bzw. s;
Die Falle iii)-viii) entsprechend der in I) gemachten Fallunterscheidung
lassen sich genau wie in I) behandeln durch Zuriickflihrung auf ii), wobei
sich als neue Vertreter nur X s und °ergeben.
Insgesamt erhaIten wir folgendes System von Elementen:
{Xr+Xs, X r+X2r+s, x.. x; O}
Wir miissen also zeigen, dass diese Elemente verschiedene Klassen repra-
sentieren: Da wir jedenfaIls nur endlich viele Klassen haben, so ist (Xr +X s )
regular nilpotent nach der Bemerkung unter Vorbereitungen zu I) (4) (a').
Es bleiben also nur die folgenden Behauptungen nachzuweisen:
(ex) x..« x; (fJ) X r+X2r+s ,.y s, und (y) X r+X2r+s ,.y s..
Unter Ausniitzung von X s ,....., X ar+2s und der Tatsache, dass X ar+2s von
U+ stabilisiert wird, sind (ex) und (fJ) klar. Zu (y): Es ist K; ,....., X 2r+s und
(Xr+X2r+s) ,......, (Xr+s+X 2r+s ).
Daher geniigt es, X 2r+s ,.y (Xr+s+X 2r+s) nachzuweisen: Angenommen,
es gabe g E G mit
Ad (g)X2r+s= (Xr+s+X 2r+s)
Mit g = U'-l wtu als Bruhatzerlegung von g erhalten wir :
Ad (wt) Ad (u)X2r+s=Ad (u')(Xr+s+X2r+s)
Das ist aber ein Widerspruch, weil auf der linken Seite nur eine Kompo-
nente mit zu kurzerer Lange gehoriger Wurzel, auf der rechten Seite aber
deren zwei auftreten.
Wir erhalten den
Satz 2': Die Menge der Elemente {Xr+Xs, X r+X2r+s, x; x; O}
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bildet ein vollstandiges Vertretersystem fiir die nilpotenten Klassen von
(J. unter der Operation von G, wobei char (K) = 2 ist.
II. 3) Die nilpotenten Klassen fur char (K) = 3
Sei wieder o.E. n EO 1:!+ nilpotent, etwa
n=arXr+asXs+ ... +a3r+2sX3r+2s
i) Seien a-, as# 0: Mit (1) kann man die (3r+s) - Komponente annu-
lieren, hernach mit (1') die (r+s) - Komponente und mit (2') die (2r+s)-
Komponente. Mit (5') kann man endlich die (3r+ 2s) - Komponente annu-
lieren, so dass man mit Hilfe eines passenden Toruselements n "-' (Xr +X s )
erhalt.
ii) Sei as=O, ar#O: Mit (1') annulieren wir die (r+s) - Komponente,
mit (2') dann die (2r+s) - Komponente. O.E. konnen wir also annehmen,
dass
iij) Sei a3r+2s # 0: Dann wird
Ad (wrws)n = - a3r+2sXs +arX2r+s+a3r+sX3r+2s,
Wir annulieren die neue (3r + 2s) - Komponente mittels (5') und erhalten
mit Anwendung eines geeigneten Toruselements n "-' (Xs+X 2r+s) bzw.
n "-' X s.
ih) Sei a3r+2s = 0: Dann wird mit Anwendung eines geeigneten Torus-
elements n "-' (Xr+X3r+s) oder n "-' X r. Es ist aber
und wir haben also als weitere Vertreter (Xs+Xr+s) und X r.
Die Falle iii)-viii) gehen wieder wie gehabt mit Ausnahme einer trivialen
Modifikation in iv). Als neue Klasse kommt nur die 0 hinzu.
Nun ist genau wie in II. 2) (Xr+Xs) regular nilpotent und damit zu
keinem der iibrigen Elemente konjugiert. Es bleibt also nur zu zeigen:
(<x) X s rf.J X r,
(y) x, rf.J (Xs+X r+s)
(8) X r rf.J (Xs +X 2r+s ) ,
({3) X, rf.J (Xs+X2r+s),
(b) s, rf.J (Xs +X r+s ) ,
(v) (Xs+Xr+s) rf.J (Xs+X 2r+s).
Wir nutzen hier aus, dass X s "-' X 3r+2s, X; "-' X 2r+s und (Xs+ X r+s) "-'
"-' (X2r+s+ X 3r+2s). Die Elemente X 2r+s, X 3r+2s und (X2r+s+X 3r+2s) sind nun
aber nach (1)-(5') aus den Vorbereitungen zu II) aIle fix unter der Ope-
ration von U+ und die Beweise verlaufen ganz entsprechend wie in 1. 3).
Zur Veranschaulichung fiihren wir nur den Fall (v) durch, die anderen
sind durchweg noch einfacher.
(v) Zu zeigen: (Xs+ X r+s) rf.J (Xs+X2r+s).
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Es gentigt also nach obiger Bemerkung zu zeigen:
(X2r+S + XSr+28) ,..,., (X8+X 2r+8)
Angenommen, es gsbe g E G mit g=U'-l wtu als Bruhatzerlegung und
Ad (g)(X8+X 2r+8) = (X2r+8 +X ar+28) .
Es ergibt sich:
Ad (wt) Ad (u)(X8+X 2r+8) = (X2r+8+Xar+28)
Offenbar kann u in der Form u=xr(ur)Xar+8(USr+8) angenommen werden,
da andere Komponenten keine Beitrage liefern wii rden. Aus (1) und (5')
ergibt sioh :
Ad (wt)(X8-U,Xr+8+ (1 + ur2 )X 2r+8 - U,aX3r+8- U3r+8X3r+2s)
= X 2r+8+X 3r+28.
Folglich muss u,= 0 sein, da sonst auf der linken Seite mehr Komponen ten
als auf der rechten auftreten wtirden.
Ist aber u, = O, so musste w(s )= 3r + 2s und w(2r +8)=2r +8 sein und
ein solohes w E W existier t nicht, also folgt die Behau ptung und wir
crhalten insgesamt den
Sat z 3 ': Die Menge der Elemente
{Xr +Xs, X 8+Xr+s, X s+X2r+s, x.. X 8, O}
bildet fur char (K) = 3 ein vollstandiges Vertretersystem der nilp otenten
Klassen von g. unter der adjungierten Operation von G.
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